
Íåêîòîðûå ìàòåðèàëû èç ëåêöèé ïî àíàëèçó

ÐßÄ ÊÀÊ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒ

Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû çàäà÷, äåìîíñòðèðóþùèå èíñòðóìåíò ðÿ-
äîâ â ðàáîòå. Ïîñòàâëåíû îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, îòíî-
ñÿùèåñÿ ê äåéñòâèÿì ñ ðÿäàìè.

I. Çàäà÷è, ýâðèñòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, òåîðåòè÷åñêèå âî-
ïðîñû.

Â ãåîëîãèè ñíà÷àëà íàéäóò, ðàçâåäàþò ìåñòîðîæäåíèå, à ïîòîì
ðàçðàáàòûâàþò. Â ìàòåìàòèêå òàê æå. Àêñèîìàòèêà è ïîëåçíûé
ôîðìàëèçì âîçíèêàþò êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ âîïðî-
ñîâ è çàäà÷. Îíè íå ïàäàþò ñ íåáà, êàê ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
íåîïûòíîìó ñòóäåíòó, êîãäà âñ�å íà÷èíàåòñÿ ñ àêñèîì.

Ýòîò ñåìåñòð â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîñâÿùåí ðÿäàì, ò.å. ïî ñó-
ùåñòâó ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îí èäåéíî ïðîñò è äîâîëüíî
òåõíè÷åí. ×òîáû çàìå÷àòåëüíî ýôôåêòèâíûé àïïàðàò òåîðèè ðÿ-
äîâ íå ñâåëñÿ ê àáñòðàêòíîìó èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ðÿäà (ñó-
ùåñòâîâàíèþ íåêîåãî ïðåäåëà), äàäèì õîòÿ áû íà÷àëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î òîì, ãäå è êàê ðàáîòàåò ýòîò èíñòðóìåíò.
0. Ðàçìèíêà.
a) Áóêàøêà íà ðåçèíêå
(çàäà÷à, ïðåäëîæåííàÿ Ë.Á.Îêóíåì À.Ä.Ñàõàðîâó). 1

• Âû äåðæèòå îäèí êîíåö ðåçèíîâîãî øíóðà äëèíîé 1 êì. Îò
âòîðîãî åãî êîíöà, êîòîðûé çàêðåïëåí, ê âàì ñî ñêîðîñòüþ 1 ñì/ñ
ïîëçåò áóêàøêà. Êàæäûé ðàç, êàê òîëüêî îíà ïðîïîëçàåò 1 ñì, âû
ðàñòÿãèâàåòå ðåçèíêó íà 1 êì. Äîïîëçåò ëè áóêàøêà äî âàøåé ðóêè?
Åñëè äà, òî ïðèáëèçèòåëüíî ñêîëüêî åé íà ýòî ïîòðåáóåòñÿ âðåìåíè?

1Ìàðòèí Ãàðäíåð â ñâîåé êíèãå ¾Ïóòåøåñòâèå âî âðåìåíè¿(Ìîñêâà, Ìèð,
1990, c.133) ïèøåò: "Ýòó çàìå÷àòåëüíóþ çàäà÷ó â äóõå ïàðàäîêñà Çåííîíà îá
Àõèëëåñå è ÷åðåïàõå ïðèäóìàë Ä.Óèëêèí èç Íîâîé Êàëåäîíèè. Âïåðâûå îíà
áûëà îïóáëèêîâàíà â äåêàáðå 1972 ã. â ðàçäåëå çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷ ôðàí-
öóçñêîãî åæåìåñÿ÷íèêà Science et Vie, êîòîðûé ñ ïðèñóùèì åìó áëåñêîì âåäåò
Ïüåð Áåðëîêåí."

1



2

b) Èíòåãðàë è îöåíêà ñóìì.
Ïîñëå íåêîòîðîãî ðàçìûøëåíèÿ äëÿ îòâåòà íà ïðåäûäóùèé âî-

ïðîñ âàì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ñóììà Sn = 1 + 1
2

+ 1
3

+ ... + 1
n
.

• Âñïîìíèòå èíòåãðàë è ïîêàæèòå, ÷òî Sn − 1 <
∫ n

1
1
x
dx < Sn−1.

c) Îò îáåçüÿíû äî äîêòîðà íàóê âñåãî 106 ëåò.
Ëèòëâóä â ñâîåé èçâåñòíîé êíèæêå ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñìåñü¿, ãî-

âîðÿ î áîëüøèõ ÷èñëàõ, ïèñàë, ÷òî 106 ëåò � âðåìÿ, íåîáõîäèìîå
äëÿ ïðåâðàùåíèÿ îáåçüÿíû â äîêòîðà íàóê 2.
• Ïîñïååò ëè áóêàøêà íà çàùèòó èëè õîòÿ áû ê êîíöó ñâåòà?
1. Ýêñïîíåíòà.
a) Ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé exp , cos , sin.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàí-

æà
ex = 1 + 1

1!
x + 1

2!
x2 + . . . + 1

n!
xn + rn(x),

ãäå rn(x) = 1
(n+1)!

eξ · xn+1 è |ξ| < |x|;
cos x = 1− 1

2!
x2 + 1

4!
x4 − . . . + (−1)n

(2n)!
x2n + r2n(x),

ãäå r2n(x) = 1
(2n+1)!

cos
(
ξ + π

2
(2n + 1)

)
x2n+1 è |ξ| < |x|;

sin x = x− 1
3!
x3 + 1

5!
x5 − . . . + (−1)n+1

(2n+1)!
x2n+1 + r2n+1(x),

ãäå r2n+1(x) = 1
(2n+2)!

sin
(
ξ + π

2
(2n + 2)

)
x2n+2, è |ξ| < |x|.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ x ∈ R ïðè n →
∞ îñòàòî÷íûé ÷ëåí â êàæäîé èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë î÷åâèäíî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïèøóò

ex = 1 + 1
1!
x + 1

2!
x2 + 1

3!
x3 + 1

4!
x4 + 1

5!
x5 + . . . + 1

n!
xn + . . . ,

cos x = 1− 1
2!
x2 + 1

4!
x4 − . . . + (−1)n

(2n)!
x2n + . . . ,

sin x = x− 1
3!
x3 + 1

5!
x5 − . . . + (−1)n+1

(2n+1)!
x2n+1 + . . . .

b) Âûõîä â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü è ôîðìóëà Ýéëåðà.
Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ âìåñòî x

êîìïëåêñíîå ÷èñëî ix. Òîãäà ïîñëå ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìû âñëåä çà Ýéëåðîì ïîëó÷èì çàìå÷àòåëüíîå ñîîòíî-
øåíèå

eix = cos x + i sin x.

Ïîëîæèâ çäåñü x = π, íàéäåì, ÷òî eiπ + 1 = 0. Ýòî çíàìåíèòîå
ðàâåíñòâî, ñîåäèíÿþùåå ôóíäàìåíòàëüíûå êîíñòàíòû ìàòåìàòèêè:
e - àíàëèç, i-àëãåáðà, π-ãåîìåòðèÿ, 1-àðèôìåòèêà, 0-ëîãèêà.

2Äæ. Ëèòëâóä, Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñìåñü. Ìîñêâà, Ôèçìàòëèò, 1962, ñ. 111.
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Ìû îïðåäåëèëè ôóíêöèþ exp äëÿ ÷èñòî ìíèìûõ çíà÷åíèé àðãó-
ìåíòà è ïîëó÷èëè ôîðìóëó Ýéëåðà eix = cos x + i sin x, èç êîòîðîé
î÷åâèäíî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

cos x = 1
2
(eix + e−ix) è sin x = 1

2i
(eix − e−ix).

c) Ýêñïîíåíòà êàê ïðåäåë.
Ìû çíàåì, ÷òî (1 + x

n
)n → ex ïðè n → ∞ è x ∈ R . Åñòå-

ñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ez := limn→∞(1 + z
n
)n, ãäå òåïåðü z = x + iy

� ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïîäñ÷åò ýòîãî ïðåäåëà äàåò
ez = ex(cos y + i sin y).
• Ïðîâåðüòå ýòî è ïîëó÷èòå ôîðìóëû äëÿ cos z è sin z.
d) Óìíîæåíèå ðÿäîâ è îñíîâíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíòû.
Âûðàæåíèå ex(cos y+i sin y) äëÿ ex+iy åñòåñòâåííee ïîëó÷èòü ïðÿ-

ìî èç ñîîòíîøåíèÿ ex+iy = exeiy, åñëè, êîíå÷íî, îíî ñïðàâåäëèâî è
äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà ôóíêöèè exp.

Ïðîâåðèì ýòî ïðÿìûì óìíîæåíèåì. Ïóñòü u è v � êîìïëåêñíûå
÷èñëà. Ïîëàãàÿ eu :=

∑∞
k=0

1
k!

uk è ev :=
∑∞

m=0
1

m!
vm, íàõîäèì

eu · ev = (
∑∞

k=0
1
k!

uk) · (∑∞
m=0

1
m!

vm) =
∑∞

k=0

∑∞
m=0

1
k!

1
m!

ukvm =

=
∑∞

n=0

∑
k+m=n

1
k!

1
m!

ukvm =
∑∞

n=0
1
n!

(u + v)n = eu+v.

Ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî
∑

k+m=n
n!

k! m!
ukvm = (u+ v)n,

ïîñêîëüêó uv = vu.
å) Ýêñïîíåíòà îò ìàòðèöû è ðîëü êîììóòàòèâíîñòè.
À ÷òî åñëè â âûðàæåíèè
eA = 1 + 1

1!
A + 1

2!
A2 + . . . + 1

n!
An + . . . ,

ñ÷èòàòü A êâàäðàòíîé ìàòðèöåé, ïîëàãàÿ, ÷òî è 1 îáîçíà÷àåò åäè-
íè÷íóþ ìàòðèöó I òîãî æå ðàçìåðà? Íàïðèìåð, åñëè A åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà, òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, eA îêàæåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé ñ ýëåìåíòàìè e íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
• Âû÷èñëèòå exp A äëÿ ñëåäóþùèõ ìàòðèö A:

(
0 0
0 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
.

• Ïóñòü À1 è À2 � ïîñëåäíèå äâå ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà.
Íàéäèòå eA1 , eA2 è óáåäèòåñü, ÷òî eA1 · eA2 6= eA1+A2 . Â ÷åì òóò

äåëî?
• Ïîêàæèòå, ÷òî etA = I + tA + î(t) ïðè t → 0.
• Ïðîâåðüòå, ÷òî det(I + tA) = 1 + t · tr A + î(1), ãäå tr A � ñëåä

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A.
• Âûâåäèòå âàæíîå ñîîòíîøåíèå: det eA = etr A.
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f) Ýêñïîíåíòà îò îïåðàòîðà è ôîðìóëà Òåéëîðà.
Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí, à A = d

dx
� îïåðàòîð äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ. Òîãäà (ÀP )(x) = dP
dx

(x) = P ′(x).
• Ïðîâåðüòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå exp(t d

dx
)P (x) = P (x + t) ÿâëÿåòñÿ

çíàêîìîé âàì ôîðìóëîé Òåéëîðà.
• Êñòàòè, ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà äëÿ ex íàäî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó-

÷èòü ìíîãî÷ëåí, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü ex íà îòðåçêå [−3, 5] ñ
òî÷íîñòüþ äî 10−2 ?
2. Áèíîì Íüþòîíà.
a) Ñòåïåííîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèé (1 + x)α.
Çíàÿ äëÿ íàòóðàëíûõ çíà÷åíèé α ôîðìóëó ñòåïåíè áèíîìà
(1 + x)α = 1 + α

1!
x + α(α−1)

2!
x2 + . . . + α(α−1)...(α−n+1)

n!
xn + . . . ,

Íüþòîí ïîíÿë, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ α, òîëüêî ñóììà
ïðè

ýòîì ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
Íàïðèìåð, (1 + x)−1 = 1− x + x2 − x3 + . . ., åñëè |x| < 1.
b) Èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà è ðàçëîæåíèå log(1 + x).
Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíèé ðÿä ïî îòðåçêó [0, x], íàéäåì, ÷òî
log(1 + x) = x− 1

2
x2 + 1

3
x3 + . . . ïðè |x| < 1.

c) Ðàçëîæåíèÿ (1 + x2)−1 è arctg x.
Àíàëîãè÷íî, íàïèñàâ ðàçëîæåíèå (1+x2)−1 = 1−x2 +x4−x6 + . . .

è ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî îòðåçêó [0, x], ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå
arctg x = x− 1

3
x3 + 1

5
x5 − . . .,

èç êîòîðîãî ïðè x = 1, âðîäå áû, ñëåäóåò, ÷òî π
4

= 1− 1
3
+ 1

5
− 1

7
+ . . ..

Ìîæåò áûòü ýòî è òàê (è äåéñòâèòåëüíî ýòî òàê), íî ÷óâñòâóåòñÿ,
÷òî ìû óæå âûõîäèì íà ãðàíèöû äîçâîëåííîãî. Ñëåäóþùèé ïðèìåð
òîëüêî óñèëèò íàøè îïàñåíèÿ.

d) Ðàçëîæåíèå (1− x)−1 è âû÷èñëèòåëüíûå ñòðàííîñòè.
Ïðè x = 1 ðàçëîæåíèå (1 + x)−1 = 1− x + x2 − x3 + . . . ïðèâîäèò

ê ðàâåíñòâó 1
2

= 1− 1 + 1− 1 + . . ..
Ðàññòàâèâ â íåì ñêîáêè, ìîæíî ïîëó÷èòü 1

2
= (1−1)+(1−1)+. . . =

0, à ìîæíî ïîëó÷èòü è 1
2

= 1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + . . . = 1.
Ïîñëå òàêîãî ïðèõîäèòñÿ ñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå ïî÷òè âñå, ÷òî ìû

òàê óñïåøíî è áåççàáîòíî äåëàëè, ïåðåìíîæàÿ áåñêîíå÷íûå ñóììû
(ðÿäû), ïåðåñòàâëÿÿ è ãðóïïèðóÿ â íèõ ÷ëåíû, èíòåãðèðóÿ èõ. Âî
âñåì ýòîì ÿâíî íàäî ðàçîáðàòüñÿ. Ýòèì ìû âñêîðå çàéìåìñÿ, à ïîêà
óïîìÿíåì åùå îäíó îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäîâ.
3. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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a) Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ẍ + x = 0 ãàðìîíè÷åñêèõ êî-

ëåáàíèé è áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ðÿäà x(t) = à0 + à1t +
à2t

2 + . . .. Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä â óðàâíåíèå, ñîáèðàÿ ÷ëåíû ñ îäèíàêî-
âûìè ñòåïåíÿìè t è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ t â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó
ñîîòíîøåíèé:

2à2 + à0 = 0, 2 · 3à3 + à1 = 0, 3 · 4à4 + à2 = 0, . . .

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(0) = x0 è x′(0) = v0 äàíû, òî èç x(t) =
à0 + à1t + à2t

2 + . . . è x′(t) = à1 + à2t + . . . ïðè t = 0 íàõîäèì à0 = x0

è à1 = v0. Çíàÿ à0 è à1, òåïåðü ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî îäíîçíà÷íî
íàéòè îñòàëüíûå êîýôôèöèåíû ðàçëîæåíèÿ.

Íàïðèìåð, åñëè x(0) = 0 è x′(0) = 1, òî
x(t) = t− 1

3!
t3 + 1

5!
t5 − . . . = sin x,

à åñëè x(0) = 1 è x′(0) = 0, òî
x(t) = 1− 1

2!
t2 + 1

4!
t4 − . . . = cos x.

b) Èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíòû.
À ÷òî åñëè ðåøåíèå èñêàòü â âèäå x(t) = åλt ? Òîãäà
ẍ + x = åλt(λ2 + 1) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
λ2 + 1 = 0, ò.å. λ = i èëè λ = −i.
Íî ÷òî ýòî çà ñòðàííûå êîìïëåêñíîå êîëåáàíèÿ x(t) = åit, x(t) =

å−it èëè x(t) = c1åit + c2å−it ?
• Ïðîàíàëèçèðóéòå ñèòóàöèþ è äîäåëàéòå âñå æå çàäà÷ó äî êîí-

öà, íàïðèìåð, åñëè x(0) = 0 è x′(0) = 1 èëè åñëè x(0) = 1 è x′(0) = 0.
Âñïîìíèòå ôîðìóëó Ýéëåðà è ñðàâíèòå âàøè ðåçóëüòàòû ñ ïîëó-
÷åííûìè âûøå.
4. Îáùàÿ èäåÿ ïðèáëèæåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ.
a) Ñìûñë ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Èððàöèîíàëüíûå ÷èñ-

ëà.
Âñïîìíèì, ÷òî îçíà÷àåò ïðèâû÷íàÿ çàïèñü π = 3, 1415926... èëè

âîîáùå äåñÿòè÷íàÿ äðîáü a0, a1a2a3... Âåäü ýòî ñóììà a0100+a110−1+
a210−2 + a310−3 + ...

Ìû çíàåì, ÷òî êîíå÷íûå äðîáè îòâå÷àþò ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì,
à çàïèñü èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà òðåáóåò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äåñÿ-
òè÷íûõ çíàêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷-
íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ è áåñêîíå÷íûõ ñóìì � ðÿäîâ.

Åñëè ìû îáðûâàåì ýòîò ðÿä íà êàêîì-òî ìåñòå, ìû ïîëó÷àåì ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî. Ñ íèì ìû îáû÷íî è ðàáîòàåì. ×òî ïðè ýòîì
ïðîèçîøëî? Ìû óïðîñòèëè îáúåêò, ïîçâîëèâ ñåáå íåêîòîðóþ îøèá-
êó. Ò.å. ìû ïðèáëèæàåì ñëîæíûé îáúåêò (çäåñü èððàöèîíàëüíîå
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÷èñëî) óäîáíûìè íàì îáúåêòàìè (çäåñü ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè),
äîïóñêàÿ ïðè ýòîì íåêîòîðóþ îøèáêó, êîòîðóþ íàçûâàåì òî÷íî-
ñòüþ ïðèáëèæåíèÿ. Óëó÷øåíèå òî÷íîñòè ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ
ïðèáëèæàþùåãî îáúåêòà. Êîìïðîìèññ ïðèõîäèòñÿ èñêàòü â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êîíêðåòíûìè îáñòîÿòåëüñòâàìè.

b) Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó è àíàëîãèè â ðÿäàõ.
Â ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè ìû ðàñêëàäûâàåì âåêòîðû ïî

áàçèñó. Òðàäèöèîííàÿ äëÿ àíàëèçà çàïèñü f(x) = f(0) + 1
1!
f ′(0)x +

1
2!
f ′′(x)x2 + ... ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî

áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ íàáîð ôóíêöèé ån = xn. Ýòî ðÿä Òåéëîðà ôóíê-
öèè f â òî÷êå x0 = 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè êàêîé-òî ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë èëè ïðîöåññ
f(t) ïîäâåðãàþò ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó, òî èíòåðåñóþòñÿ åãî ðàç-
ëîæåíèåì f(t) =

∑∞
n=0 an cos nt + bn sin nt íà ïðîñòåéøèå ãàðìî-

íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Òàêèå ðÿäû íàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè (èëè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè) ðÿäàìè Ôóðüå.

Íîâîå, ÷òî òóò èìååò ìåñòî â ñðàâíåíèè ñ ñèòóàöèåé ëèíåéíîé
àëãåáðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóììà,
êîòîðàÿ ïîíèìàåòñÿ êàê íåêîòîðûé ïðåäåë êîíå÷íûõ ñóìì.

Çíà÷èò, êðîìå ñòðóêòóðû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, â ïðîñòðàí-
ñòâå íàøèõ îáúåêòîâ äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî òî èëè èíîå ïîíÿ-
òèå áëèçîñòè îáúåêòîâ, ïîçâîëÿþùåå ãîâîðèòü î ïðåäåëå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñàìèõ îáúåêòîâ èëè èõ ñóìì.

c) Ðàññòîÿíèå.
Áëèçîñòü îáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì òîãî èëè èíîãî ïîíÿ-

òèÿ îêðåñòíîñòè îáúåêòà (îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòðàíñòâà). Ýòî
íàçûâàåòñÿ çàäàíèåì òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà. Â òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ãîâîðèòü î ïðåäåëå è íåïðåðûâíîñòè.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ââåäåíî ðàññòîÿíèå
ìåæäó îáúåêòàìè � òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà, òî àâòîìàòè÷åñêè îïðå-
äåëåíà è îêðåñòíîñòü òî÷êè, è äàæå òî÷íåå, ëþáàÿ åå δ-îêðåñòíîñòü.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îäíîãî è òîãî æå ïðîñòðàíñòâà ìîæ-
íî èçìåðÿòü ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà îòðåçêå ìîæíî èçìåðÿòü ìàêñèìóìîì ìî-
äóëÿ ðàçíîñòè ôóíêöèé íà ýòîì îòðåçêå (ðàâíîìåðíàÿ ìåòðèêà), à
ìîæíî èçìåðÿòü âåëè÷èíîé èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè ôóíêöèé
íà ýòîì îòðåçêå (èíòåãðàëüíàÿ ìåòðèêà). Âûáîð ìåòðèêè äèêòóåòñÿ
ñîäåðæàíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Èòàê, íàäî ïåðåéòè ê ðàçðàáîòêå íàìå÷åííûõ èäåé è âûÿñíåíèþ
âîçíèêøèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ðÿäà êàê áåñêîíå÷íîé
ñóììû.


